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10 内積と正規直交基底・直交行列

問題 10.1. 次の 2つのベクトル aと bとがなす角を求めなさい.

(1) a =


1

−1

1

−1

 , b =


0

1

−1

1

 . (2) a =

 2

1

−1

 , b =

−1

−1

0

 . (3) a =

 1

4

−1

 , b =

−1

2

1

 .

問題 10.2. 次のベクトルの組から正規直交基底を求めなさい.

(1)

(
1

2

)
,

(
2

1

)
. (2)

(
4

−3

)
,

(
3

2

)
. (3)

(
7

1

)
,

(
5

3

)
.

(4)

1

2

3

 ,

3

2

1

 . (5)

 1

−1

1

 ,

2

1

0

 . (6)

 1

2

−2

 ,

2

1

1

 .

(7)

1

1

1

 ,

2

1

0

 ,

0

1

1

 . (8)

1

2

1

 ,

1

3

2

 ,

0

2

3

 . (9)

 2

0

−1

 ,

1

1

1

 ,

1

3

0

 .

� �
応用問題� �

問題 10.3. ∥ta+ b∥2 を考えて Cauchy-Schwarzの不等式 |(a, b)| ≤ ∥a∥ ∥b∥を示せ.

問題 10.4. 2次正方行列 Aが直交行列であるとする: tAA = E = AtA. このとき次の 2つ以外ない

ことを示せ: R(θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, T (θ) =

(
cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

)
. ちなみにR(θ)は原点まわりに θ

回転した点を表すのに用いる行列であり, T (θ)は原点を通り x軸とのなす角が θとなる直線と対称な
点を表すのに用いる行列である.

問題 10.5. aとのなす角が θとなるような長さ 1のベクトル bを求めなさい.

(1) a =

(
3

4

)
, θ =

π

3
. (2) a =

(
1

3

)
, θ =

3π

4
. (3) a =

(
−2

1

)
, θ =

2π

3
. (4) a =

(
3

−1

)
, θ =

5π

6
.

問題 10.6. a1とのなす角が θ1, a2とのなす角が θ2となるような長さ 1のベクトル bを求めなさい.

(1) a1 =

1

1

1

 , θ1 =
π

3
, a2 =

 2

−1

1

 , θ2 =
π

2
. (2) a1 =

 0

−1

1

 , θ1 =
π

4
, a2 =

1

1

1

 , θ2 =
2π

3
.

問題 10.7. 次のベクトルの組から正規直交基底を求めなさい.

(1)


1

1

1

1

 ,


0

1

−1

1

 ,


2

0

1

1

 . (2)


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1

−1

3

 ,


1

2

1

0

 ,


0

1

1

−1

 . (3)


1

−2

1

2

 ,


3

2

2

−1

 ,


1

1

−1

1

 .

問題 10.8. 座標変換を T (x) = Px+ b (P は n次の直交行列, b ∈ Rn) と定義する.

(1) 内積が (x,y) = txyになっていることに注意して (Px, Py) = (x,y)であることを示せ.

(2) この座標変換で 2点間の距離が変わらないこと (∥T (x)− T (y)∥ = ∥x− y∥) を示せ.

(3) A, B, Cの位置ベクトルの成分表示を a, b, cとし, 座標変換後の点と位置ベクトルをそれぞれ
A′(T (a)), B′(T (b)), C′(T (c))とする. このとき ∠ABC = ∠A′B′C′ を示せ.


