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積分順序の変更

Dが縦線図形でも横線図形でもある場合, 2重積分は 2通りの計算方法が
あることに注意する.

D: a ≦ x ≦ b, g1(x) ≦ y ≦ g2(x)のとき,∫∫
D
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y) dy

)
dx.

D: c ≦ y ≦ d, h1(y) ≦ x ≦ h2(y)のとき,∫∫
D
f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y) dx

)
dy.
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したがって, 縦線図形として 2重積分を計算したら都合が悪い場合に,
横線図形として見直して 2重積分を計算してもよいことになる.
結果だけ見たら∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y) dx

)
dy

となるから, 積分順序の変更というわけだが,
単純に積分順序を (積分範囲を変えずに)交換しているわけではないのに
注意しよう.
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縦線図形はいつも横線図形である, とはいえないことに注意.

例 5.1. D: 0 ≦ x ≦ 2,
√
2x− x2 ≦ y ≦

√
4− x2.

Dは縦線図形であり, 図示すると左のようになる.

O
x

y

O
x

y

D1 D2

D3

11 2 2

1

22

1

Dは横線図形ではない.
しかし, 次の 3つの横線図形を合体させたものである.

D1 : 0 ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ 1−
√
1− y2.

D2 : 0 ≦ y ≦ 1, 1 +
√
1− y2 ≦ x ≦

√
4− y2.

D3 : 1 ≦ y ≦ 2, 0 ≦ x ≦
√

4− y2.
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したがって,∫ 2

0

(∫ √
4−x2

√
2x−x2

f(x, y) dy
)
dx

=

∫ 1

0

(∫ 1−
√

1−y2

0
f(x, y) dx

)
dy +

∫ 1

0

(∫ √
4−y2

1+
√

1−y2
f(x, y) dx

)
dy

+

∫ 2

1

(∫ √
4−y2

0
f(x, y) dx

)
dy.
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例 5.2. D: 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ x2.

図示すると, 次の通り (左).

O

y

x2

4

O

y

x2

4

これを横線図形としてみなせば,

D : 0 ≦ y ≦ 4,
√
y ≦ x ≦ 2.
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例 5.3. D: 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦
√
2x− x2.

図示すると, 次の通り (左).

O x

y

1
2

1

O x

y

1
2

1

これを横線図形としてみなせば,

D : 0 ≦ y ≦ 1, 1−
√

1− y2 ≦ x ≦ 1 +
√

1− y2.
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例 5.4.

∫∫
D

ey
2

dx dy, D: 0 ≦ x ≦ 2, x ≦ y ≦ 2.

図示すると, 次の通り (左).

O x

y

2

2

O x

y

2

2

もし, 縦線図形のまま計算しようとすると, 計算できないことがわかる.∫∫
D
ey

2
dx dy =

∫ 2

0

(∫ 2

x
ey

2
dy

)
dx.

Dを横線図形としてみなせば, D: 0 ≦ y ≦ 2, 0 ≦ x ≦ y .
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したがって,∫∫
D
ey

2
dx dy =

∫ 2

0

(∫ y

0
ey

2
dx

)
dy =

∫ 2

0

[
ey

2
x
]x=y

x=0
dy =

∫ 2

0
y ey

2
dy.

ここで, y2 = tと置換すれば, 2y dy = dt.∫ 2

0
y ey

2
dy =

∫ 4

0
y et

1

2y
dt =

∫ 4

0

1

2
et dt

=
[1
2
et
]t=4

t=0
=

e4 − 1

2
.

y t

2 4
...

...
0 0
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例 5.5.

∫∫
D

y exy dx dy, D: 1 ≦ x ≦ 2,
1

x
≦ y ≦ 1.

図示すると, 次の通り (左).

O x

y

1 2

1

1
2

O x

y

21

1

1
2

もし, 縦線図形のまま計算しようとすると, 計算が大変そう.∫∫
D
y exy dx dy =

∫ 2

1

(∫ 1

1
x

y exy dy
)
dx.

Dを横線図形としてみなせば, D:
1

2
≦ y ≦ 1,

1

y
≦ x ≦ 2 .
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したがって, (exy)x = y exy に注意すれば,∫∫
D
y exy dx dy =

∫ 1

1
2

(∫ 2

1
y

y exy dx
)
dy =

∫ 1

1
2

[
exy

]x=2

x= 1
y

dy

=

∫ 1

1
2

e2y − e1 dy =
[1
2
e2y − e y

]y=1

y= 1
2

=
e2 − e1

2
− e

(
1− 1

2

)
=

e2 − e

2
− 1

2
e =

e2 − 2 e

2
.
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ちなみに, 大変なまま計算すると,∫∫
D
y exy dx dy =

∫ 2

1

(∫ 1

1
x

y exy dy
)
dx

=

∫ 2

1

{[
y
exy

x

]y=1

y= 1
x

−
∫ 1

1
x

exy

x
dy

}
dx =

∫ 2

1

1

x
ex − 1

x2
e−

[exy
xx

]y=1

y= 1
x

dx

=

∫ 2

1

1

x
ex − 1

x2
e− ex − e1

x2
dx =

∫ 2

1

1

x
ex − 1

x2
ex dx

=

∫ 2

1

1

x
(ex)′ +

(1
x

)′
ex dx =

∫ 2

1

(1
x
ex
)′

dx =
[1
x
ex
]x=2

x=1

=
1

2
e2 − 1

1
e1 =

e2 − 2 e

2
.
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おまけ: 偶関数と奇関数の一般化

f(x, y)はK: a ≦ x ≦ b, a ≦ y ≦ bで連続であるとする. このとき,

D1 : a ≦ x ≦ b, a ≦ y ≦ x D2 : a ≦ x ≦ b, x ≦ y ≦ b

とすれば, D1とD2が被っているのは y = xのだけであり, D1とD2を
合わせるとK になる.

O
x

y

a b

b

a
D1

D2

O

y

x
a b

b

a

O

y

x
a b

b

a
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したがって,∫∫
K
f(x, y) dx dy =

∫∫
D1

f(x, y) dx dy +

∫∫
D2

f(x, y) dx dy.

D1上の 2重積分は次のように累次積分で表される.∫∫
D1

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ x

a
f(x, y) dy

)
dx.

一方, D2を横線図形とみなす. すると, D2: a ≦ y ≦ b, a ≦ x ≦ y となる.
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したがって, D2上の 2重積分は次のように累次積分で表される.∫ b

a

(∫ b

x
f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ y

a
f(x, y) dx

)
dy.

xと yとの文字の役割を逆にすれば,∫∫
D2

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ x

a
f(y, x) dy

)
dx.

以上から,∫∫
K
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ x

a
[f(x, y) + f(y, x)] dy

)
dx.
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ここで, f(x, y)が偶関数のように f(y, x) = f(x, y) (対称関数)であれば,∫∫
K
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ x

a
[f(x, y) + f(y, x)] dy

)
dx

=

∫ b

a

(∫ x

a
[f(x, y) + f(x, y)] dy

)
dx

=

∫ b

a

(∫ x

a
2 f(x, y) dy

)
dx.

一方, f(x, y)が奇関数のように f(y, x) = −f(x, y) (歪対称関数)であ
れば, ∫∫

K
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ x

a
[f(x, y) + f(y, x)] dy

)
dx

=

∫ b

a

(∫ x

a
[f(x, y)− f(x, y)] dy

)
dx = 0.
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一般にK 上で連続な関数 f(x, y)について

fs(x, y) =
f(x, y) + f(y, x)

2
, fa(x, y) =

f(x, y)− f(y, x)

2

とすれば, fs(y, x) = fs(x, y) (対称関数), fa(y, x) = −fa(x, y) (歪対称関
数)となるので,∫∫

K
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ x

a
2 fs(x, y) dy

)
dx.
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