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注意

f(x, y)がDの中で正・負が入り混じる場合, 広義重積分は近似増加列を
使って簡単に計算することはできない.
厳密には, f(x, y)の正の部分 f+(x, y), 負の部分 f−(x, y)とに分けて
[f(x, y) = f+(x, y)− f−(x, y)], 2つの広義重積分∫∫

D
f+(x, y) dx dy,

∫∫
D
f−(x, y) dx dy

を考えたうえで∫∫
D
f(x, y) dxdy =

∫∫
D
f+(x, y) dxdy −

∫∫
D
f−(x, y) dxdy

と計算するのが正式な方法である.
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例 9.1.

広義重積分
∫∫

D

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx dy, D: 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1 は

収束しない.

Dおよびその近似増加列 3種類を以下に図示する. ただし,

(1) An :
1

n
≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1. (2) Bn : 0 ≦ x ≦ 1,

1

n
≦ y ≦ 1.

(3) Cn :
1

n
≦ x ≦ 1,

1

n
≦ y ≦ 1.
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ここで, ( y

x2 + y2

)
y
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
=

( −x

x2 + y2

)
x
.

(1) 縦線図形とみなして計算する.

I(An) =

∫∫
An

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx

=

∫ 1

1
n

[ y

x2 + y2

]y=1

y=0
dx =

∫ 1

1
n

1

x2 + 1
dx

=
[
tan−1 x

]x=1

x= 1
n

= tan−1 1− tan−1 1

n
=

π

4
− tan−1 1

n
.

したがって, lim
n→∞

I(An) =
π

4
.
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(2) 横線図形とみなして計算する.

I(Bn) =

∫∫
Bn

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy

=

∫ 1

1
n

[ −x

x2 + y2

]x=1

x=0
dy =

∫ 1

1
n

− 1

1 + y2
dy

=
[
− tan−1 y

]y=1

y= 1
n

= − tan−1 1 + tan−1 1

n
= −π

4
+ tan−1 1

n
.

したがって, lim
n→∞

I(Bn) = −π

4
.
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(3) まず, I(Cn) =

∫∫
Cn

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx dy は 2通りの累次積分で書くこと

が可能である:

I(Cn) =

∫ 1

1
n

(∫ 1

1
n

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy,=

∫ 1

1
n

(∫ 1

1
n

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx.

後者の累次積分で, 単純に xと yとを文字の交換をすれば,

I(Cn) =

∫ 1

1
n

(∫ 1

1
n

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

(∫ 1

1
n

y2 − x2

(y2 + x2)2
dx

)
dy

= −
∫ 1

1
n

(∫ 1

1
n

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy = −I(Cn).

したがって, I(Cn) = 0であるから lim
n→∞

I(Cn) = 0.

※ x2 − y2

(x2 + y2)2
が Cn上で連続な歪対称関数だから 0と考えてもよい.
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このように, 近似増加列の選び方によって値が変わってしまう.
実は, 好きな値に近づくような近似増加列を考えることができる.
では, なぜこのようなことが起きてしまったのか.
それは正負の符号が入り混じった広義重積分のせいである.

そこで, Dのうち x2 − y2

(x2 + y2)2
≧ 0 の部分D+だけの (広義)重積分を先に

計算してしまおう.

D+ : 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x2 − y2 ≧ 0. ∴ D+ : 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x.

x
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n
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この近似増加列として Tn :
1

n
≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ xを選ぶと,

I(Tn) =

∫∫
Tn

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx

=

∫ 1

1
n

[ y

x2 + y2

]y=x

y=0
dx =

∫ 1

1
n

x

x2 + x2
dx =

∫ 1

1
n

x

2x2
dx =

∫ 1

1
n

1

2x
dx

=
[1
2
log |x|

]x=1

x= 1
n

=
1

2
log 1− 1

2
log

1

n
=

1

2
log n.

ゆえに,
lim
n→∞

I(Tn) = ∞.

例の広義重積分は正の部分と負の部分に分けて計算すると
∞+ (−∞) = ∞−∞の形になってしまう (振動・不定形).
これは値が確定しないのである.
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広義積分+極座標変換

広義重積分の計算と極座標変換を組み合わせたものを考える.

例 9.2.

∫∫
D

e−x2−y2 dx dy, D: x ≧ 0, y ≧ 0.

近似増加列を Sn: x ≧ 0, y ≧ 0, x2 + y2 ≦ n2 とする.

O

y

x O

y

xn

n

極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θを行うと, Snは Tn: 0 ≦ r ≦ n,

0 ≦ θ ≦ π

2
と 1対 1対応する.
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したがって,

In =

∫∫
Sn

e−x2−y2 dx dy =

∫∫
Tn

e−r2 |r| dr dθ

=
(∫ n

0
r e−r2 dr

)(∫ π
2

0
1 dθ

)
ここで, rの積分は−r2 = tと置換することで∫ n

0
r e−r2 dr =

∫ −n2

0
r et

1

−2r
dt =

∫ −n2

0
−1

2
et dt

=
[
−1

2
et
]t=−n2

t=0
= −1

2
e−n2

+
1

2
e0 =

1− e−n2

2
.
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一方, θの積分は ∫ π
2

0
1 dθ =

[
θ
]θ=π

2

θ=0
=

π

2
.

それゆえに,

In =
1− e−n2

2
× π

2
=

1− e−n2

4
π.

以上から ∫∫
D
e−x2−y2 dx dy = lim

n→∞
In =

π

4
.
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以上の結果に対し, 近似増加列をRn: 0 ≦ x ≦ n, 0 ≦ y ≦ n とすれば,

In =

∫∫
Rn

e−x2−y2 dx dy =

∫∫
Rn

e−x2
e−y2 dx dy

=
(∫ n

0
e−x2

dx
)(∫ n

0
e−y2 dy

)
=

(∫ n

0
e−x2

dx
)2

.

lim
n→∞

In =
π

4
だから,

(∫ ∞

0
e−x2

dx
)2

=
π

4
. ∴

∫ ∞

0
e−x2

dx =

√
π

2
.

このようにガウス積分を導出することができた.
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例 9.3.

∫∫
D

1√
4− x2 − y2

dx dy, D: x2 + y2 ≦ 4.

近似増加列を Sn: x
2 + y2 ≦ 4− 1

n2
とする.

O

y

x O

y

x
2 2

2 2

極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θを行うと, Snは Tn:

0 ≦ r ≦
√

4− 1

n2
, 0 ≦ θ ≦ 2πと 1対 1対応する.
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したがって,

In =

∫∫
Sn

1√
4− x2 − y2

dx dy =

∫∫
Tn

1√
4− r2

|r| dr dθ

=
(∫ √

4− 1
n2

0

r√
4− r2

dr
)(∫ 2π

0
1 dθ

)
ここで, rの積分は 4− r2 = tと置換することで∫ √

4− 1
n2

0

r√
4− r2

dr =

∫ 1
n2

4

r√
t

1

−2r
dt =

∫ 1
n2

4
−1

2
t−

1
2 dt

=
[
−1

2

2

1
t
1
2

]t= 1
n2

t=4
= − 1

n
+ 2.
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一方, θの積分は ∫ 2π

0
1 dθ =

[
θ
]θ=2π

θ=0
= 2π.

それゆえに,

In =
(
2− 1

n

)
× 2π.

以上から ∫∫
D

1√
4− x2 − y2

dx dy = lim
n→∞

In = 4π.
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